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A natural sufficient condition for a finite family of single element extensions of a 
matroid to be compatible is given. Characterizations of all the finite extensions N of 
a matroid M(E) are given for which the rank function satisfies 
or equivalently the closure operator satisfies XK =X” n E” U X. The single 
element extensions and the principal extensions are examples of such matroids. The 
notion of a sheaf of flats of M. Las Vergnas is used in the proof of a new necessary 
and sufftcient condition for two single element extensions of a matroid to be 
compatible. An initial announcement of part of these results appeared in R. 
Cordovil (C. R. Acad. Sci. Paris. A 284 (1977), 1249-1252). 
1. INTRODUCTION 
Soit M = M(E) un matrdide. On dit qu’un matrdide N = N(E’), sur un 
ensemble E’ contenant E, est une extension de A4 si M est le matroi’de 
restriction de N sur l’ensemble E (en formule N(E) = M oti M 4 N). Les 
extensions ponctuelies de M(E), N(E U ( p]), ont et6 caractirisees par Crapo 
[4] de la facon suivante: N(E U (p}) est une extension ponctuelle de M(E) si 
et seulement si l’ensemble F des fermis X de M(E) tels que p E 2’ (2% 
desgne la fermeture de X dans N) est un faisceau modulaire (“modular cut” 
dans les notations de Crapo et Rota [5] et Welsh [9]). I.e., l’ensemble des 
fermes 3- de M vlrifie, pour tous les fermes X et Y de M, les deux proprietes 
suivantes: 
(F,) Si XEY et Xc Y alors YESr; 
(FA Si X E 5 Y E F et P,+,PJ y> + P,& n Y) = P,&O + P,&‘) 
alors Xn YE5 
Soit A un fermi de M. 11 est immtdiat que 3T = {X: X fermk de M tel que 
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A c X} est un faisceau modulaire de M: nous appellerons extension prin- 
cipale de M sur E U (p} depnie par A, l’extension de M sur E U ( p} definie 
par F. 
Si M 4 N est une extension ponctuelle nous rendrons explicite lefaisceau 
modulaire associe’ en Ccrivant M cF-+ N. 
Nous disons que les faisceaux modulaires <&,& ,..., %Fn (non 
necessairement distincts) d’un matroi’de M(E) sont compatibles si pour tout 
ensemble P = ( pl, p2 ,..., p,, } disjoint de E, il existe une extension N(E U P) 






M(E) N(E UP). 
c F” o/’ 
WU {P,}) 
Des considerations tres generales relatives a la compatibilite des faisceaux 
modulaires ont et& faites par Cheung et Crapo [2]. On peut conclure de ces 
resultats que si n > 3 on peut obtenir plusieurs extensions distinctes telles 
que les faisceaux modulaires 5,& ,..., Ffl soient compatibles et done il 
n’existe pas de conditions necessaires et sufftsantes de compatibilite de n, 
IZ > 3, faisceaux modulaires suffkamment maniables pour etre utiles en 
pratique (voir la Remarque 3.2 ci-dessous). 
Nous donnons, dans le paragraphe 2 ci-dessous, des conditions suffkantes 
naturelles de compatibilite de n faisceaux modulaires verifiees en particulier 
par une famille de faisceaux modulaires principaux (voir le Theoreme 2.16). 
En autre, les extensions determines par ces faisceaux modulaires, que nous 
appellons extensions lisses, ont une caracterisation simple (voir le 
Theoreme 2.10 ci-dessous). 
Dans le paragraphe 3 nous caracterisons les extensions 
M(E) 4 N(E U P) telles que N(P) soit un matro’ide de rang deux. En 
particulier nous etablissons une condition ntcessaire et suffkante pour que 
deux faisceaux modulaires soient compatibles, differente des conditions deja 
donnees par Cheung [ 1 ] et Las Vergnas [8]. Cette nouvelle condition fait 
intervenir de facon naturelle la notion de gerbe de fermks (voir Las Vergnas 
[7]) et permet de retrouver aisement un profond risultat de Cheung (voir le 
Corollaire 3.6 ci-dessous). 
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2. EXTENSIONS LISSES D'UN MATRO'I'DE 
Soient N un matro’ide, M un sowmatro’ide de N et .F un faisceau 
modulaire de M. 11 existe une borne inferieure dans l’ensemble ordonne par 
inclusion des faisceaux modulaires de N qui contiennent (TN: X E F}. Nous 
disignons par [FIN ou seulement par [<F] cette borne inferieure. 
Soient M(E) un matro’ide, S;, 6 ,..., Yn des faisceaux modulaires de 
M(E) non necessairement distincts et P = {pi ,pzr...,pn} un ensemble 
(ordonne) disjoint de E. 11 est toujours possible de definir une extension sur 
E U P d’apres le diagramme d’extensions ponctuelles suivant 
M(E)~M,(EU(p,})C--t...~M,(EuP). (2.1) 
DEFINITION 2.2. Nous dirons w les faisceaux modulaires 
<T) Fz ,...) I FR d’un matro’ide M(E) sont ultra-compatibles si les elements de 
[.YJMi-, (ou Mi_i est le i-&me matro’ide du diagramme (2.1)) minimaux pour 
l’inclusion sont exactement les fermetures dans Mip, des elements minimaux 
de >F, pour tout i, 1 < i < n. On remarque que cette condition est 
Cquivalente i la suivante: pour tout X appartenant a [YJMim, alors on a 
Xn E EC%. (Voir les exemples 2.3 et 2.19 ci-dessous. Nous remarquons que 
nous n’excluons pas le cas ou n = 1. La raison de l’extension de la definition 
a ce cas se trouve dans la remarque que precede le Theoreme 2.16.) 
EXEMPLE 2.3. Un faisceau modulaire quelconque et un faisceau prin- 
cipal sont toujours ultra-compatibles. Plus generalement une famille de 
faisceaux modulaires ultra-compatibles et un faisceau modulaire principal 
constituent une famille de faisceaux modulaires ultra-compatibles. Par suite 
des faisceaux modulaires principaux sont toujours ultra-compatibles. 
Le Theoreme 2.4 suivant montre que l’extension M(E) 4 M,(E U P) 
determinee par le diagramme (2.1) ne depend pas de l’indexation des 
faisceaux modulaires s’ils sont ultra-compatibles. En particulier la definition 
de faisceaux modulaires ultra-compatibles ne depend pas de l’indexation. 
THEOREME 2.4. Soient M(E) un matroide et N une extension de M sur 
Pensemble E U P avec P disjoint de E. Les deux propri&t% suivantes sont 
kquivalentes: 
(2.5) II existe une indexation P = { p, ,p2 ,..., p,} telle que pour 
i = 1, 2,..., n on ait pour tout X contenu dans E U { p, , pz ,..., pi-, }, pi appar- 
tient ci fN si et seulement si pi appartient ci (X” CT E) N; 
(2.6) Pour tout X contenu dans E U P on a fN = XN ~7 E)” U X. 
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Dhonstration. Clairement 2.6 =+- 2.5. On montre que 2.5 + 2.6 par 
recurrence sur n. Posons pn = p, N’ = N(E U (P - {p})). Notons que pour 
tout X contenu dans E U (P - { @)) on a XN = .FN’ ou ZN’U (p}. Soit 
XcEUP. On afN3XNnE)NuX. 
(1) Supposons d’abord p C? X. 
Par l’hypothtse de recurrence TN’ = (X”’ n E)N’ U X. Si p rf TN on a 
~N=~N’=(XN’nE)N’UXC(XNnE)NUX. SipEfN, TN=fN’u {p}. 
Par hypothese p E (X” n E)N d’ou par l’hypothtse de recurrence 
FYwJ(p)=(XN’nEN’uXU(p}c(x‘?E)NuX. 
(2) Supposons maintenant p E X. 
On a x-(pJN=mN’ ou mpTN =X_oN’U {p}. Par 
l’hypothese de recurrence X - {p} -“‘=c-- {p}N’nEN’u (X- {p}} d’oi 
(X- {p})N’C(XNnE)NUX. Si pE (X- (P})~ on a XN=(X- (p})“c 
(XNnE)NUX. Supposons pfi? (X- {P})~. Si ZN-cX- (p})“= {p} 
on a XNCXNnE)NUX (puisque pEX). Soit qE.FN-(X-(p})N, 
p#q.OnapE(X-{p}U(q))Net~N=(X-(p)U(q})N.Parhypoth~se 
de recurrence pE((X-{~}LJ(~})“~E)~=(X~~E)~ d’oti XN= 
((X”nE)U(X- {p}))“=((XNnE)U(X- {p}))N’U {p} et done par 
l’hypothese de recurrence ~~=((x%E)u(X-(p}))N’u{p}= 
((WNnEP (x- b4))N’nE)N’u ((TNnEE)u (x- HP ipI c 
(XNnE)NUX. I 
PROPOSITION 2.1. Soient M(E) un matroide et & ,Tz ,..., <Fn, n > 2, des 
faisceaux modulaires ultra-compactibles de M. Alors F, , &, . . . . <Fn sont des 
faisceaux modulaires compatibles de M. 
Dkmonstration. Soient P = { p, , pz ,..., p,} un ensemble disjoint de E et 
N = M,(E U P) l’extension de M(E) determinee par le diagramme (2.1). Si X 
est un ferme de A4 on a TN = X U (pi : pi E P et X E 6) par le theoreme 
precedent. Par suite, le faisceau modulaire associe a l’extension ponctuelle 
M(E) 4 N(E U (pi}) est ,T pour tout i, 1 < i < IZ, done les faisceaux 
modulaires .s,- ,..., Fn sont compatibles. 1 
DEFINITION 2.8. Soit M(E)c,N(EuP) (P= (pI,...,pn), PnE=0) 
une extension du matro’ide M(E). Nous disons que N est une extension lisse 
de M si on a (2.6). Nous disons que N est Pextension lisse de M d&erminPe 
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par les faisceaux modulaires ultra-compatibles 5 = (X: X fermP de M tel 
que p, E TN}, ;7; ,..., xn. 
Remarque 2.9. Soit M(E,) @ M(E,) @ ..a @ M(E,) une factorisation 
du matro’ide M(E, U E, U .a- U E,). Si pour tout i, 1 < i < n, N, est une 
extension lisse de M(E,) alors le matro’ide N, @ N, @ . . . @ N, est une 
extension lisse de M(E, U E, U . . . U E,). 
Les Thloremes 2.10 et 2.16 sont les principaux resultats de ce paragraphe. 
THEOREME 2.10. Soient M(E) un matroide et N une extension de M sur 
E U P avec P disjoint de E. Les quatre proprie’tb suivantes sont 
kquivalentes: 
(2.11) N(E U P) est une extension lisse de M(E); 
(2.12) Pour tout x contenu dans E u P, P,(X) = 
Min,,,b,(Z) + IX- z"l}; 
(2.13) Pour tout x contenu dans EuP, PN(X> = 
MinxnEc.c.k+,(Z) + IX- g"Il; 
(2.14) Pour tout X contenu dans E U P, N(xN) = N((XN f~ E)“)@ 
9(X - (X” n E) N), oti 9 est le matroide libre sur X - (X” n E)“. 
Dkmonstration. On montre que (2.11) o (2.14). Clairement on a 
(2.14) 3 (2.11). On demontre (2.11) 3 (2.14). Soit X un sow-ensemble de 
EUP. Pour tout sous-ensemble Y c X - (X” r7 E)” on a bien mnE.” U 
YcfN d’ou ((XNfTE)NU Y)NnE=TNnEc(XNnE)T. Done on a 
((XNnE)NuYN = (((XNnE)NuY)NnE)nu~NuYc(XNnE)‘Z.uY, 
(X” n E) N U Y est un ferme de N(E U P) et on a (2.14). On montre que 
(2.14)=>(2.12). Pour tous XcEUP et ZcE on a ~,~(X)<p,~(z~)+ 
p,(X - TN) < pJZ) + IX - TN I. P ar hypothese pN(xN) = p,,,(FN n E) + 
IX- (XNnE)Nl d’ ou (2.12). On montre que (2.12) * (2.13). Soient X 
contenu dans E U P et Z contenu dans E tels que pN(X) = p,(Z) + 1 X - .?fN I. 
SiZ,=ZU(XnE)onap,(Z,)~p,(Z)+IXnE-Zletencorep,~(Z,)+ 
Ix-Z~I~pM(z)+IXnE-zl+IxnP-ZNI=pM(Z)+JX-ZNI. On 
montre que (2.13) 3 (2.14). Pour tout sous-ensemble X de E U P, soit 
[X] = (Z: Z ferme de M tel que p,(X) = pM(Z) + ]X - Z”]}. Clairement on a 
FN = (x:x E E U P tel qu’il existe Z E [X] et x E TN} done UzclxI = 
fNnE et X-(XNnE)N=xN-(XNnE)N. D’ou pN(X)=pN(zN)= 
pM(TNnE) + IfN-(XNnE)NI = pN(XNnE)N + IfN-(X”nE)“‘I = 
PN(XNrl E)N + IX- (Fv-l E)NI. I 
COROLLAIRE 2.15 (Las Vergnas [6, Corollaire 1.31). Soit M(E) un 
matroide, A, , A, ,..., A,, des sous-ensembles de E et N Pextension principale 
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de M depnie par la suite A,, A2,...,AA.. Alors, pour tout X contenu dans 
EU {P~,P~,...,P~I on a 
p,(X) = Mm XnEcYcX ~w({YnE}U{UAi:l~i~n,PiEYI)+/X-YI 
Dkmonstration. D’apres (2.14) on a p,,,(X) = p,,,(zN n E) + 
JX - mnEN1. Soit Y un ensemble tel que Xn E c Y c X et soit 
Z=(XnE)U{UAi:p,EY}. On a toujours IX-Y]>[X--T”I. D’apres 
(2.12) on a aussi pM(Z) + 1 X - YI > pM(Z) + 1 X - Z” I> pN(X). Soit main- 
tenant Y=mNENX. On a .?f”C??%?NENE=~NfTE et encore 
IX-YI=IX-~Nr)>IX-.%NI, d’ou l’egaliti pN(X)=pM({YnE}U 
{UAi: l<i<n,p,EY})tIX-YI. 1 
Le Theoreme 2.16 ci-dessous permet de donner une caracterisation des 
faisceaux modulaires ultra-compatibles 5, F1 ,..., *F”, sans passer par l’ex- 
tension lisse determinee par ces faisceaux. Je remarque que si on fait n = 1 
dans le theoreme on retrouve la defmition de faisceau modulaire. 
THEOREME 2.16. Soient M(E) un matroide, ;TI , ST, ,..., ,F” des ensembles 
de fermb de M et P = { p, , pZ ,..., p,). Alors les deux propri&% suivantes 
sont hquivalentes: 
(2.17) s;,z ,..a, Fn sent des faisceaux modulaires ultra-compatibles; 
(2.18) Soit 3 l’application de Pensemble des fermh de M dans 
l’ensemble des parties de P, X & a(X) = (pi : 1 < i < n, X appartient ci .F]. 
Pour tous fermh X et Y de M on a: 
(i) X contenu dans Y implique a(X) contenu dans a(Y). 
(ii> IWW WI - a(xn VI < P,(X) f h(Y) 3W-J y> - 
dxn 0. 
Dkmonstration. On montre que (2.17) * (2.18). Soit N(E U P), 
P={p ,,...,p,,}, l’extension lisse de M(E) determine par les faisceaux 
modulaires ultra-compatibles S;, Rz ,..., Tn. Pour tout ferme X de M(E) on 
a a(X) = XN - X = TN n P, d’ou la condition (i). On demontre (ii). Si X et Y 
sontdesfermCsdeM(E)onaXn?=(XnY)u@XnY)etXNnFN= 
(X n Y) U (a(X) n a(Y)). D’apres le Theoreme 2.10, pour tout X, 
XcEUP, on a fN=(XNnE)NUX et pN(X) = pM(fN n E) + 
IX- (X”n E)NI, d’ou pN(ZN n P) = pM(xn r> + I@(x) n a(Y)) - 
a(X n Y)l pour tous les fermes X et Y de M(E). 11 est clair que 
p,(X) t p,,,(Y) > pN(zN n FN) t p,,,(Xu y> et on a done l@(X) n a(Y)) - 
a(x n VI G P,(X) + P,(Y> - pM(x u Y) - h(xn 0 
On montre que (2.18) z= (2.17). Pour tout ferme X de M(E) soit 
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XI;” = XV a(X). Nous allons voir que la relation (2.12) determine la fonction 
rang d’un matro’ide N sur E c P et done, d’apres le Theoreme 2.10, N(E U P) 
est une extension lisse de M(E) et les faisceaux modulaires ;7; = {X: X ferme 
de M tel que p, E TN}, xz,...,xn sont ultra-compatibles. On a bien 
pN(i8N) = O7 PN({X)) < 1 et si xc ’ PNcx) <PN(‘) ccar PNcx) < 
pN(XU (Yn E)) < pN( Y)). Reste a demontrer la sous-modularite de l’ap- 
plication PN. Soient PNcX) =htzl) + Ix- ‘:I et PNcy> =dzz> + 
] Y - @‘I. On a bien pN(XU I”) <pw(Zl U Z,) + [(XU r> --“I. 
D’autre part on a /(XU Y) - (2: U if:)1 + I(Xn I’) - (2: n i?y)I < 
Ix-.?$‘l + IY-T~I, d’ou I(Xu Y) - mNl + I(Xn Y) - (~~nif~)l 
< IX-ZYI + IY-.?!:I. D’aprts I(.?!~@‘) - mnz,“l < p,(Z,) + 
dz2> - #%dzl uz2) - dzl nz2) On a PNcxu ‘1 + htzl n z2> + 
[(xn Y) - <Z:n Z:>l + l(Zy n 2:) - Z,-“l < p,#) + p,(Y). Car on 
a aussi I(xn y> - Z,‘[ < I(xn Y) - (.Zyn .$$)I + I(.Z;n .Fy) - 
Z,‘l, et encore pN(xn Y) < pM(Z, n Z,) + I(xn Y) - Z,“I, on 
a done PNcxu r) + pNcXn y> ,< h(X) +dY)- 1 
Soient M(E) un matro’ide et N(E U F) une extension de M(E). L’ap- 
plication (J du treillis des fermes de M(E) dans le treillis des fermes de 
N(E U F), X ti xN = a(X), est un morphisme fort (“strong map” dans la 
terminologie de Crapo et Rota [5] et Welsh [9]). Si .7 est un faisceau 
modulaire de N il est clair que a-‘(3J = {X:X ferme de M tel que F’ 
appartienne a ,F} est un faisceau modulaire de M. 
Soient 5 , Fz ,..., S, des faisceaux modulaires ultra-compatibles du 
matrofde N. Alors les faisceaux modulaires compatibles de M, u- ’ (-5) 
o-‘(3q,..., u-‘(Fn) sont des faisceaux modulaires compatibles de M, mais 
ne sont pas nbcessairement ultra-compatibles, 
EXEMPLE 2.19. Soit 94,5(E) le matro’ide libre de rang 4 sur l’ensemble 
E = {a, b, c, d, e}. Soit N(E U {f}) I’extension ponctuelle de LzY~,~(E) detinie 
par le faisceau modulaire x = ({a, b, c), {c, d, e), E). Soit & (resp. <Fz) le 
faisceau modulaire de N engendri par les droites (d, e) et {c,f) (resp. 
{a, b), {c,f }) (voir la Fig. 1). Alors on a 
.;T1= {{d,e), {c,f}, {d,e,cJ}, {d,e,a), {de,bl, Wa,b},EU VII 
et 
6 = {{a, b}, {c,f}, {a, b, cfl, {a, b, e}, {a, b, 4, {c,f, 4 el, EU IfI I. 
Le faisceau modulaire a-‘(,;T1) (resp. u-‘(s)) est engendri par (d, e) et 
{a, 6,~) (resp. {a, b} et {d, e, c}) done u-‘(T) = ({d, e), {a, b,c}, {d, e, c). 
{d,e,a}, {d,e,b},E} et o-‘(6) = {{a,b}, {d,e,c), {a,b,c), {a,b,el. 
Ia, b, 4, El. 
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N(E U rfk, 
FIGURE 1 
Les faisceaux modulaires 5 et c5 dkfinissent une extension lisse de 
N(Eu (f}) sur E U {f,p,,p,}. Cependant l’extension de 9?4,5(E) sur 
E u { p, , p2} dkfinie par les faisceaux modulaires u- ’ (6) et a-‘(3) n’est 
pas une extension lisse. En effet si l’on pose X = {a, b, c, p, ) et 
Y = {c, d, e, p, } la paire X et Y est modulaire dans le matro’ide M(E U ( p, }), 
qui est I’extension de pdq5(E) dkfinie par le faisceau modulaire a-‘(K), 
done on a Xn YE [a-‘(-)I,,, mais Xn YnE= {c) et (c)G!W’(&). I 
Soient M(E) un matrdide et N(E U F) une extension of M(E). Soient 
5, F*,..., sm des faisceaux modulaires ultra-compatibles de N et soient 
u-‘(3J = {X:X fermk de M(E) tel que xN = u(X) appartient A &}, 
u-‘(SrJ,..., a-’ (.9J. La Proposition 2.20 suivante donne une condition 
suffisante pour que a-‘(.&),..., u-‘(9J soient des faisceaux modulaires 
ultra-compatibles. 
PROPOSITION 2.20. Soient M(E) un matroide N(E U F) une extension de 
M(E). Soient 5, xz ,..., fin des faisceaux modulaires ultra-compatibles de 
N. Si, pour tous i, 1 < i < n et X fermk de N(E U F), X appartient ci 5 
implique Xn E appartient d a-‘(.&), alors a-‘(YJ, a-‘(3&.., u-‘(R~) 
sont aussi des faisceaux modulaires ultra-compatibles. 
De plus si N’(E U F U P) (resp. M’(E UP)) est l’extension lisse dkter- 
minke par les faisceaux modulaires 5 ,Yz,...,xn (resp. a-‘(;rl), 
u-‘(;T,),..., u-‘(2g) on a le diagramme commutatif suivant 
WE) - N(E u F) 
$ P 
M’(EuP) G N’(EUFUP). 
Dkmonstration. Considkons le diagramme M(E) 4 N(E U F) 4 
N’(E U F U P) et soit M”(E U P) la restriction de N’ B E U P. 11 suflit de 
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dkmontrer que Zkf”(E U P) = M’(E U P), i.e., que A4”(E U P) est l’extension 
lisse de M(E) diterminke par les faisceaux modulaires a-‘(-),..., u-l(&). 
Soit Xc E U P. Par dkfinition on a FM” = fN’ n (E U P). Soient X c E U P 
et pi un klkment de P tel que pi E %“” --X. Comme TM” cyN’ on a 
kgalement pi E fN’. Comme par hypothkse N’(E U F U P) est une extension 
lisse de N(EUF) on a FN'n(EuF)ET et done yN’nE= 
~““nEEo-‘(3J. 1 
3. EXTENSIONS D'UN MATRO'I'DE PAR UNE DROITE 
La Proposition 3.1 suivante est implicite dans la thke de Cheung [ 1). 
PROPOSITION 3.1 (Cheung [ 11). Soient M(E) un matroide, 
M(E) -5-t N’(E U {p,}) et M(E) =Fz+ N”(E U { pz)) deux extensions 
ponctuelles de M. Alors les quatres propriPt& suivantes sont t?quivalentes: 
(1) Les faisceaux modulaires 5 et Yz sont compatibles. 





M(E) Wu IP~,P~I). 
c F2 s lY11 
N”tEu i ~21) 
(3) ;7; = (X: X fermP de M(E) et 2;“” E [-IN,,). 
(4) ST, = {X:X fermk de M(E) et xN’ E [FJN,). 
Remarque 3.2. L’kquivalence des Propriktks (1) et (2) de la 
Proposition 3.1 n’est pas vraie pour trois faisceaux modulaires. Soit Ye,9 le 
matroi’de libre de rang 4 sur l’ensemble E = {l,..., 9). Soit s7; =sS; le 
faisceau modulaire engendk par les hyperplans { 1,2, 3}, (4, 5, 6} et 
(7, 8, 9 }. Soit .FJ le faisceau modulaire engendrl par les hyperplans { 1, 2, 3 } 
et (4, 5, 6). Le diagramme suivant dimontre que les faisceaux modulaires 
&K, X2, 5 sont compatibles (voir la Fig. 2) Yd,9 CJ7,-t 
N,(Eu (~31) -[~~I+ N,(Eu IP,,PZ/) -[sT21* N,(EU IP,~PZ~P~I). 
Mais les faisceaux modulaires ;TI , ;T2, .& ne sont pas commutatifs. En effet 
soit Ni(E U {p, ,p2,p3}) l’extension du matroi’de pd,9 dkterminte par le 
diagramme suivant (voir la Fig. 3) pd,9 CA+ N,(E U {p, }) -[Fz]-+ 
N;(EU (p,, pz})C[~s]+N;(EU (pl,p2,p3)). 11 est clair que [Y2] est 
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FIGURE 2 
engendre par les hyperplans ( 1, 2, 3, p, }, 14, 5, 6,p, } et (7,8, 9,p, } et [& 1 
est le faisceau rnodulaire principal engendre par (p, ,pz}. 1 
DEFINITION 3.3. Soient M(E) un matro’ide et ST un faisceau modulaire 
de M(E). Nous disons que jT est un faisceau modulaire 2-compatible de 
M(E) si dans l’extension N(E U {pl,pz}) de M definie par le diagramme 
suivant: 
(3.4) 
Soient M(E) un matro’ide, ST un faisceau modulaire 2-compatible de M(E) 
et N l’extension de M definie par le diagramme 3.4. Alors la partition de l’en- 
semble des fermes du matro’ide M, L?(O) U F(l) UP’*), oti F”i’ = (X:X 
ferme de M, ~,,,(XU (pI,pz))-p#)=i} i=O, 1,2, est une gerbe de 
FIGURE 3 
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fermb de degre’ deux de M(E) ( voir Las Vergnas [7]). Autrement dit la 
partition .F”) u ,!?‘I) U F”’ de l’ensemble de fermks de M est caracth-is& 
par les trois propri&t!s suivantes: 
(1) rZr” E F2) et s7- = F’O’; 
(2) Si Y couvre X et X E F’i), i= 1 2 alors on a YE F’i) UF”-“a 
(3) Si X et Y couvrent Xn Y et X, i, BU YM E F’i’, i = 0, 1,2, alor: 
on a aussi xn YE 59). 
Rlciproquement .F est un faisceau modulaire 2-compatible de M(E) s’il 
existe une gerbe de fermes de degre deux de M, F(O), F(l), Y”’ telle que 
Y”) =jT et pour toute autre gerbe de degre deux de M(E), Fi”), F\“, F\“, 
telle que pi’) = Y on a FE?“’ c Y”) , (ou ce qui est equivalent Fi2’ c F’*‘). 
En outre l’extension normale de M sur E V { pI ,p2} par le matroide libre 
sur {p1,p2} dejhie par la gerbe F(O), .F”r), 9”) (voir Las Vergnas [7, 
Proposition 1.31) est exactement l’extension N(E U { p1 ,p2]) de M(E) definie 
par le diagramme (3.4), d’apres la Proposition 1.4 de Las Vergnas [7]. Nous 
disons que F ‘O’ =sT, L?“‘, F”’ est la gerbe de fermh de M(E) dkterminke 
par le faisceau modulaire 2-compatible .F. 
THEOREME 3.5. Soient M(E) un matroide et 5 et K2 des faisceaux 
modulaires de M(E) tels que 5 # F2, 5 # M(E), ;Tz # M(E). Alors les 
deux proprie’tks suivantes sont t!quivalentes: 
(1) CK et Sz; sont des faisceaux modulaires compatibles de M(E); 
(2) (i) <F, CT& est un faisceau modulaire 2-compatible de M(E); 
(ii) Soit F(O) =-S; 17~6, .T ‘I’, Fr2 la gerbe de fermb de M(E) 
d&ermi&e par le faisceau modulaire 2-compatible <;71 n tF2. Pour tous les 
fermks X, Y de M(E) tels que Y couvre X et YE 5 A 5, si X E F”’ alors 
XESS; AF2. 
Dkmonstration. On montre que (1) + (2) (i). Soit N(E U (pl ,p2}) l’ex- 
tension de M(E) definie par le diagramme commutatif de la Propriete (2) du 
Theo&me 3.1. On a toujours pN({ p, , p2}) = 2. En effet supposons 
p,({pI,p2))=0. Alors on aCT=M(E)=.F2. De meme si p,((p,,p,})= 1 
comme p,(( pi}) = 1 pour i= 1, 2 alors le faisceau modulaire [TIN, (resp. 
[.q]N,,) est le faisceau modulaire principal engendri par {PI}“’ (resp. 
(pl)““) et pour tout X E& (resp. X E&) alors p,,p2 E xN d’oti X EF2 
(resp. X E 6) et done s7; = ;T. Soient Fp’ = s+; n&, F\‘), Fi*) la gerbe 
de fermes determinee par l’extension N(E U {p,,p2}) de M(E) et 
M,(E U {p1,p2}) l’extension normale de M(E) par le matro’ide libre sur 
{p1,p2} definie par la gerbe F (1’), Fi”, Y?j’). Alors M,(E U (p,}) (resp. 
M,(E U { p2})) est clairement l’extension ponctuelle de M(E) sur E U ( p, } 
(resp. E U { p2}) determinee par ST; ncF2. 
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On montre que (1) + (2) (ii). Soient X, Y des fermes de M(E), tels que Y 
couvre X, X E F(r) et YE 4 -ST,. Supposons que X @ Sr; --x2. Alors 
YE F(l), car YE .F1) U ,?F (O). D’apres la Proposition 1.4 de Las Vergnas 
[7] on a ,!?\‘)~.!7”‘) et done X et Y appartiennent a FE’). D’ou 
PNWJ {pI,P2J)=hM(Y)+ Lp,(XU {p1,p2})=pM(x)+ 1 eton arrivei la 
contradiction pz 4 y”‘, pz f XU (p,)“’ c TN’. D’ou necessairement 
XE.5 -F2. Si YERz--‘Fr on a de m2me XES, -6, d’ou (2) (ii). 
eon montre que (2) =k- (1). Soit .F (O) =T nsT,, .Ycl), .F(‘) la gerbe de 
fermes de M(E) determike par le faisceau modulaire 2-compatible 5 n ST,. 
Alors la famille de fermes de M(E) .%‘\?’ = 5 f?s3;, F$?’ = F(r) U 5 A X2, 
FE?(1?) = F7(‘) -5 A Fz est une gerbe de fermes de degre deux de M(E). En 
effet on a bien les Proprietes (1) et (2) de la caracterisation d’une gerbe de 
fermls de degre deux. On demontre la Propriete (3). Le seul cas non trivial 
s’obtient pour X, Y tels que X et Y couvrent X n Y et X, Y, X U Y” E Y\!‘. 
Supposons que X U Y” E 6 - 5 n Fz, i = 1,2. Si X (resp. Y) appartient a 
F(l) alors d’apres (2) (ii) X (resp. Y) appartient a 5 - 5 n flz. Done on a 
toujours xnYcz&-*nnjTZ, XnYrEF”,!). Supposons que XUyM4 
YjAjT alors X,Y,XU?E.5?‘1)-&Ad2 et encore XnYE.%?““- 
& A Fz c Ye!’ (car F(O), g7(1),F0(2) est une gerbe de degre deux de M(E) et 
done verifie la Propriete (3)). Nous avons bien demontri que la famille de 
fermls de M(E), .F$‘, .F\!‘, F\? verifie aussi la Propriete (3) et est done une 
gerbe de fermes de degre deux de M(E). Soit N,(E U ( p, ,p2}) l’extension 
normale de M(E) par le matroi’de libre sur ( p, , pz} definie par la gerbe de 
fermes de degre deux .F\? = 6 nfl*, 55’ \!‘, .F\?. Soient 9(E U ( p, , pz )) 
l’ensemble des parties de EU (p1,p2} et p’:.P(EU (p,,p2!)-+L+ l’ap- 
plication telle que pour tout Xc E, p’(X) =p,,(X), p’(X U {p, ,p2}) = 
pJI(XU {p,,p2}) et pour tout i, i= 1,2, p’(XU (pi)) est tgal &p,(X) + 1 si 
XM & 5 et est Cgal i p&X) si XM E 4. I1 est clair que p’ est la fonction 
rang d’un matro’ide sur E U {pl,p2}, car elle verifie trivialement les axiomes 
de Whitney [lo]. En outre si M’(E U (p, ,p2}) est le matro’ide defini par p’ 
alors pour tout i, i = 1, 2, M’(E U {pi}) est l’extension ponctuelle de M(E) 
sur E u (pi} determike par le faisceau modulaire &, d’ou (1). 1 
COROLLAIRE 3.6 (Cheung [l]). Soient M un matroide, Ss; et R2 deux 
faisceaux modulaires de M. Alors 6 et x2 sent deux faisceaux modulaires 
compatibles de M(E) si et seulement si ,&, s”; n.F2 et ~F2 ,.c n& sont 
deux paires de faisceaux modulaires compatibles de M. 
Demonstration. Evident d’apris le Theoreme 3.5. 1 
COROLLAIRE 3.7. La Propriete (2)(ii) du Theoreme 3.5 est equivalente a 
la proprie’te’ suivante: 
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(2)(ii’) Soit F(O) = s7; f7Fz, .!F (I’, 29*’ la gerbe de fermb de degre 
deux de M(E) determinee par le faisceau modulaire 2-compatible Sr; (7 Fz. 
Alors F\‘? = .Z?(‘), F\?’ = FO(‘) U4 Arz, .!?\?’ = L%(” -6 Ax* est une 
gerbe de fermb de M. 
Demonstration. evident d’apres la demonstration du Theoreme 3.5. 1 
COROLLAIRE 3.8. Soient M(E) un matroide, 6 et Sz; des faisceaux 
modulaires compatibles de M(E) tels que 5 #F2 et pour i = 1,2, 
T# M(E). Soit N(E U (p, ,pz}) l’extension de M(E) dejmie par le 
diagramme commutattf de la Propriete (2) du Theoreme 3.1. Soit 
W”’ =;T n&, L%‘(I), FC2’ la gerbe de fermes de M(E) determinee par le 
faisceau modulaire 2-compatible s7; n;T,. Alors pour tous X et Y, XC E et 
Y= 1~~~~~1 on a 
p,(X U Y) = Min(p,(X) + I Y - {pi : XM E T}i; pM(X) + i) 
ozi i est l’indice de la classe FCi’, contenant TM. 
Demonstration. Soit YF”‘,“= (X:X ferme de M, pN(XU{p,,pz})- 
p,(X) = i), i = 0, 1,2, la gerbe de fermls de degre deux de M(E) diterminte 
par I’extension N(E U (p, ,p2}). L’extension M’(E U (p, ,p2}) de M(E) 
construite dans la demonstration du Theoreme 3.5 a comme gerbe de fermes 
associee F\?’ =& nRr, F\?‘= F(l) U,& Ar2, F(,?‘= .F’*’ -Lq 43,. 
Clairement on a FE?“’ c Fi” et 6 AF2 c F\‘) done Fi!’ c .F\r’. 11 resulte 
de la definition de N(E U { p1 ,p2}) que pour tout X, Xc E U {p, ,p21 on a 
pM,(X) < pN(X). Done pour tout i, i = 0, 1,2, on a .!F$) = .Fii’ et M’ = N. 1 
COROLLAIRE 3.9. Soient M(E) un matroide, 5 et %F2 des faisceaux 
modulaires de M(E) tels que 6 # 6 et pour i = 1, 2, &+ M(E). Alors si 
.F’ et F”, 3’ =sT” =T n&, sont des faisceaux modulaires ultra- 
compatibles de M(E), S; et L& sont des faisceaux modulaires compatibles de 
M(JO 
Demonstration. 11 est clair que 6 n& est un faisceau modulaire 2- 
compatible de M(E), d’oti la Propriite (2)(i) du Thioreme 3.5. Soit 
,yco, =& nF,, W”, .Fc2) la gerbe de fermis de M(E) determike par le 
faisceau modulaire 2-compatible ;T; n7ss;. Alors X E 8”” si et seulement si 
X @ ;T; n s; et X est couvert par un fermb Z appartenant ii .q n.P; 
(Theoreme 2.10, Propriett 2.13). Pour tous les fermis X, Y de M(E) tels que 
Y couvre X, X E F(r) et YE 5 - 5 (resp. * -<K) il existe un ferme Z, 
tel que Z couvre X et ZESZ;nS7;. Done on a XE9;A9; et la 
Propriete (2)(ii) du Theo&me 3.5 est toujours veritiee. 1 
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COROLLAIRE 3.10. Soient M(E) un matroide, 5 ,.&,...,F”,R des 
faisceaux modulaires de M(E) tels que pour tout i, 1 < i < n, fi 2 F et 
n 1 giSn 5 #ST. Si pour tout i, i = I,2 ,..., n, 5, ST sont des faisceaux 
modulaires compatibles de M, alors pour toute sous-famille I de { 1, 2,..., n), 
ni,,.e,7 sont des faisceaux modulaires compatibles de M(E). 
Demonstration. Evident d’apres la Propriete (2) du Theoreme 3.5. 1 
COROLLAIRE 3.11. Soient M(E) un matroide, 6 ,.&,...,<F,, des 
faisceaux modulaires de M(E) tels que pour tout i, j, i # j et 1 < i, j < n, on 
ait 6 # M(E) et 5 #<q. Les deux proprie’tes suivantes sont equivalentes: 
(1) I1 existe une extension N(E U {p, ,p2,...,pn}) de M(E) telle que 
N({P,,P,V.V p,}) soit un matroide de rang deux et pour tout i, 1 < i < n, 
N(E U {pi}) soit l’extension ponctuelle de M(E) determinee par ~5; 
(2) (i) Les faisceaux modulaires & ,.& ,...,<Fn sont deux a deux 
compatibles; 
(ii) ,~n.~=.<fT&n... f7.K pour tous i,j, i#j et 
1 <i,j<n. 
Demonstration. On montre que (1) =z= (2). Les faisceaux modulaires 
T,R*,...,F” sont clairement compatibles deux a deux, d’oti (2)(i). Pour 
tous i,j, I <i,j<n, Tnq= {X:X ferme de M(E) et pN(XU (pi,Pj})= 
p&X)}; comme on a aussi p,,p2,...,pn em” on a bien &nqc 
jr;njTn ... nFn, 803 (2)(ii). 
On montre que (2) =+- (1). D’apres la Propriete (2)(i) du Theoreme 3.5 
jT=*nF2n .-. nsr, est un faisceau modulaire 2-compatible de M(E). 
Alors la famille de fermes deM(E), F!‘)=Sr, ~$*‘=~‘“ur<i<,&-F~ 
F\*’ = F(‘) - U I giCn & est une gerbe de fermes de degre deux de M(E): la 
preuve est semblable a celle deja faite dans la demonstration du 
Thloreme 3.1 (voir l’implication (2) * (1)). Pour terminer la demonstration 
il suffrt simplement de suivre la preuve de l’implication (2) =S (1) dans le 
Theoreme 3.5 en remplacant (p1,p2} par {pI ,p*,...,p,,}. n 
COROLLAIRE 3.12. Sous les hypotheses du Corollaire 3.11, soit 
p(O) =,F ny n . . . nF F7(“, .F(*) la gerbe de fermes de M(E) de’ter- 
mince pa: le fakceau modu%ire 2-compatible ST; n rz n . . . n ST,. Alors le 
matroide N(E U {p, ,pz ,..., p,}) determine’ par la fonction rang p,,,, telle que 
pour tous XcE, Yc (p,,p2 ,..., p,} on ait 
pN(XU Y) = Min(p,(X) + ) Y - {pi : FM E 5)I; pM(X) + i} 
ozi i est Pindice de la classe F”’ contenant TM, est Pextension la plus libre de 
M(E) sur E u {plrp2 ,..., p,} telle que N({p, ,p2 ,..., p,)) soit un matroide de 
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rang deux et pour tout i, 1 < i < n, N(E U (pi}) soit l’extension ponctuelle de 
M(E) d&erminPe par ST; 
Dkmonstration. La preuve est semblable 1 celle du Corollaire 3.8. 1 
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